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Åãîðîâ À. È., Êàøàðãèí Ï. Å. Äèåðåíöèðóåìûå
ìíîãîîáðàçèÿ è ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ. III. Èíòåãðèðî-
âàíèå âíåøíèõ äèåðåíöèàëüíûõ îðì. Êàçàíü, 2010,
30 .
Ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå îõâàòûâàåò îäèí èç ðàçäåëîâ ñïåöè-
àëüíîãî êóðñà ¾Äèåðåíöèðóåìûå ìíîãîîáðàçèÿ è ðèìàíîâà
ãåîìåòðèÿ¿, ÷èòàåìîãî ñòóäåíòàì òðåòüåãî êóðñà, ñïåöèàëèçè-
ðóþùèìñÿ ïî êàåäðå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèè
èçè÷åñêîãî àêóëüòåòà ÊÓ.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîñîáèå ðàñ÷èòàíî íà ñòóäåíòîâ, èçó-
÷àþùèõ òåîðèþ ãðàâèòàöèè, îíè áóäóò ïîëåçíû è èçèêàì-
òåîðåòèêàì, è ñòóäåíòàì-ìàòåìàòèêàì.
 å ö å í ç å í ò:
äîêòîð èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîåññîð êàåäðû ãåî-
ìåòðèè ÒÏÓ, Ñóøêîâ Ñ. Â.
Ôèçè÷åñêèé àêóëüòåò Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-
ñèòåòà, 2010.
1 Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê ìíî-
ãîîáðàçèþ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ëîêàëü-
íîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ
Äàäèì îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà, íî äëÿ ýòîãî ïðåä-
âàðèòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùóþ Òåîðåìó.
Òåîðåìà 1 Êàæäîìó âåêòîðó ξp0 ∈ Tp0M ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü îòîáðàæåíèå (óíêöèîíàë) Lξp0 : O
S(G)→ R1, p0 ∈ G,
òàêîå, ÷òî
1. Lξp0(αf1+βf2) = αLξp0(f1)+βLξp0(f2) äëÿ ∀α, β ∈ R, ∀f1,
f2 ∈ O
S(G) (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè);
2. Lξp0(f1f2) = f1(p0)Lξp0(f2) + f2(p0)Lξp0f1 (ïðàâèëî Ëåéá-
íèöà);
3. Ìíîæåñòâî óíêöèîíàëîâ Lξp0 ñ÷èòàåì ñíàáæåííûì
ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà:
Lαξp0+βηp0 = αLξp0 + βLηp0 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû îïðåäåëèì







ãäå ξp0 = {g}  êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ â òî÷êå p0 = g(0) êðèâûõ
êëàññà Cs (s ≥ 1), g : J →M , f : G→ R1.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíóþ ïî t â îïðåäåëåíèè Lξp0 ìîæíî
ïîíèìàòü â îáû÷íîì ñìûñëå. Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè p0 êàðòó τ = (W,ϕ, U). Â îáëàñòè G ∩W èìååì:
f ∗ = f ◦ ϕ−1, g∗ = ϕ ◦ g. Òîãäà (f ◦ g)|G∩W = f
∗ ◦ g∗ : JG∩W →
R1, à ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî äèåðåíöèðîâàòü ïî ïðàâèëàì
äèåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ óíêöèé. Òàêèì îáðàçîì,
d
dt
(f ◦ g)|t=0 =
d
dt
(f ∗ ◦ g∗)|t=0 =
d
dt















ãäå x0 = ϕ(p0), g
i = xi, i = 1, n.
Îòìåòèì, ÷òî ââåäåííûé â ðàññìîòðåíèå óíêöèîíàë íà-
çûâàþò åùå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ
−→
ξx0.
Î÷åâèäíî, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ Òåîðåìû äëÿ ââåäåííîãî
íàìè óíêöèîíàëà âûïîëíåíû è íå çàâèñÿò îò âûáîðà êàðòû.
Íàïðèìåð, ñâîéñòâî 3):








= αLξp0(f) + βLηp0(f),
á) Lξp0 = Lηp0 → ξp0 = ηp0: âûáèðàåì óíêöèè fi ∈ O
S(G)






è ýòè n ðàâåíñòâ













(OS(G),R1), ãäå L Sp0(O
S(G),R1)  ìíîæåñòâî
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óíêöèîíàëîâ L : OS(G)→ R1, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû òîëü-
êî óñëîâèÿ 1) è 2). Òàêèå óíêöèîíàëû íàçûâàþòñÿ îïåðàòî-
ðàìè ëîêàëüíîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàöèÿ äèåðåíöèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëå-
íèþ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëîêàëüíîãî äèåðåíöèðîâà-
íèÿ. Íî åñëè ïðîâîäèòü ðàññìîòðåíèå â êëàññå óíêöèé C∞,
òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé îïåðàöèè ëîêàëüíîãî äèå-
ðåíöèðîâàíèÿ íàéäåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð, ïî íàïðàâëåíèþ
êîòîðîãî ýòî äèåðåíöèðîâàíèå è ïðîèçâîäèòñÿ. ×òîáû äî-
êàçàòü ýòî ñîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ Ëåììó.
Ëåììà. Âñÿêóþ ãëàäêóþ óíêöèþ f êëàññà C∞ â íåêîòî-
ðîé ëîêàëüíîé êàðòå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
f(p) = f(p0) +
n∑
k=1
(xk − xk0) · fk(p)|G∩W ,
ãäå xk : W → R1k  ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, fk(p) (k = 1, n)
 óíêöèè êëàññà C∞ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p0 ∈
G ∩W .
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì òîæäåñòâî:

















è ïðîèçâåäåì äèåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:






































öèè êëàññà C∞. ×.ò.ï.
Ïåðåõîäÿ ê âûøå ñäåëàííîìó óòâåðæäåíèþ, ðàññìîòðèì
äåéñòâèå îïåðàòîðà ëîêàëüíîãî äèåðåíöèðîâàíèÿ L íà óíê-
öèþ f(x):





























Çäåñü L(xk) = ξk, à èç L(1) = L(1 · 1) = 2L(1) ñëåäóåò, ÷òî
L(f(x0)) = 0.
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü èñêîìîãî âåêòîðà ξ. Åñëè áû äëÿ






















≡ 0 äëÿ ëþáîé óíêöèè f êëàññà C∞.
Ïðèäàâàÿ f ïî î÷åðåäè çíà÷åíèÿ x1, x2, . . . , xn, ìû ïîëó÷èì
ζ1 = ζ2 = . . . = ζn = 0→ ζ = ξ − µ = 0→ ξ = µ.
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Èòàê, ìû óñòàíîâèëè áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî-
æåñòâîì âåêòîðîâ Tp0M è ìíîæåñòâîì îïåðàòîðîâ ëîêàëüíîãî
äèåðåíöèðîâàíèÿ L∞p0 (O
∞(G),R1).
Òàê êàê äëÿ êàæäîé ëîêàëüíîé êàðòû â Tp0M ñóùåñòâóåò
íàòóðàëüíûé áàçèñ {ek}k=1,n, òî åìó áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóåò
íàáîð îïåðàòîðîâ {Lk =
∂
∂xk
}k=1,n, è ïîýòîìó ëþáîé âåêòîð









TpM âñåé ñîâîêóïíîñòè êàñàòåëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ
M è îáîçíà÷àåòñÿ TM . Òåðìèí ðàññëîåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî
TM ñîñòîèò èç ñëîåâ  êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ TpM , äëÿ
p ∈ M . Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ èç ðàçíûõ
ñëîåâ íå îïðåäåëåíà.
àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà îêðóæíîñòü S1 ⊂ R2. Î÷å-
âèäíî, ÷òî äâå êàñàòåëüíûå ïðÿìûå ê S1 â ñîñåäíèõ òî÷êàõ ïå-
ðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû èçîáðàçèòü êàñàòåëüíîå
ðàññëîåíèå TS1 â âèäå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, íåîáõî-
äèìî ïåðåéòè â R3 è ïîâåðíóòü êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè
íà íåêîòîðûé óãîë ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîñòè (x, y), â êîòî-
ðîé ëåæèò îêðóæíîñòü. Òåïåðü êàñàòåëüíûå íå ïåðåñåêàþòñÿ
è ðàññëîåíèå TS1 ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä
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(öèëèíäð).
Èòàê, ïóñòü Mn  ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå êëàññà Cr. Êà-
ñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ
ñòðóêòóðîé ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ êëàñ-








àññìîòðèì íà M êàðòó τ = (W,ϕ, U). Â êàæäîé òî÷-
êå p0 ∈ W çàäàíî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tp0M , âñå âåê-
òîðû êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî τ îáëàäàþò íàáîðîì êîìïîíåíò
(ξ1, . . . , ξn).
Ñîñòàâèì òðîéêó Θ = (Ω,Ψ, V ), ãäå Ω = TW = ⊎
p0∈M
Tp0M ,
V = U × Rn ⊂ R2n, Ψ : Ω → V , Ψ(ξ) = (x10, . . . , x
n
0 , ξ
1, . . . , ξn),
∀p0 ∈ W . Òàêèì îáðàçîì êàðòà äëÿ TM èíäóöèðóåòñÿ êàðòîé
τ íà M .
Ïðè ïåðåõîäå ñ τ íà τ ′ åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïåðåõîä ñ Θ
íà Θ′ : xi
′








 óíêöèè êëàññà Cr−1,
òî åñòü êàðòû Θ è Θ′  Cr−1-ñîãëàñîâàíû.
Îáùåå îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî ðàññëîåíèÿ  ýòî ñîñòàâíîé
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îáúåêò, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ
1) ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ  ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå E;
2) áàçó ðàññëîåíèÿ  ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M ;
3) ïðîåêöèþ  ãëàäêîå îòîáðàæåíèå π : E →M ;
4) òèïîâîé ñëîé F  ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå;
5) ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó  ãðóïïó G ãëàäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñëîÿ F ;
6) ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ: áàçà M ïîêðûòà îáëàñòÿìè êàðò
{Wα}α∈Γ, íàä êîòîðûìè â ïîëíûå ïðîîáðàçû π
−1(Wα) ââåäå-
íû êîîðäèíàòû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ ïîìîùüþ äèåîìîð-
èçìîâ hα : F ×Wα → π
−1(Wα) òàêèõ, ÷òî (π ◦ hα)(y, x) = x
ïðè x ∈ Wα, y ∈ F .
Ïðåîáðàçîâàíèÿ λαβ = h
−1
β ◦ hα: F × Wαβ → F × Wαβ,
Wαβ = Wα ∩ Wβ íàçûâàþò óíêöèÿìè ñêëåéêè ðàññëîåíèÿ.





åòñÿ, ÷òîáû ïðè ëþáûõ α, β ∈ Γ è x ∈ Wαβ ïðåîáðàçîâàíèÿ
T αβ(x) : F → F ïðîèçâîäèëèñü ýëåìåíòàìè ãðóïïû G. Òàêèì
îáðàçîì óíêöèè ñêëåéêè λαβ îïðåäåëÿþò ãëàäêèå îòîáðàæå-
íèÿ îáëàñòè Wαβ â ãðóïïó G:
T αβ : Wαβ → G, x→ T
αβ(x).





, (T αβT βγT γα)(x) = idE
äëÿ ëþáîãî x ∈ Wαβγ = Wα ∩Wβ ∩Wγ.
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Åñëè âíîâü îáðàòèòüñÿ ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ, òî ìîæ-
íî âèäåòü, ÷òî â íåì òèïîâûì ñëîåì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî Ln, à ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé  ãðóïïà ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé GL(R), ïàðàìåòðèçîâàííûõ òî÷êàìè
áàçû M .
Ñå÷åíèåì ãëàäêîãî ðàññëîåíèÿ (E, π,M) íàçûâàåòñÿ ëþáîå
îòîáðàæåíèå S : M → E òàêîå, ÷òî π ◦ S = idM. Ïðè ýòîì
S(p) ∈ π−1(p) äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈M .
Âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè M  ýòî ñå÷åíèå êëàññà
Cs (s ≤ r − 1) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ:
ξ : M → TM.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò ãëàäêîå ñå÷åíèå, íàçûâàåìîå íóëåâûì:
0 : M → TM,
ãäå 0(p) = (p; 0p), 0p  íóëåâîé âåêòîð â TpM .
Ëîêàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì êëàññà Cs(s ≤ r− 1) íàçûâà-
åòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ξ : G → TM , ãäå G - îáëàñòü â M ,
π · ξ = idG.
Åñëè ðàññìîòðåòü ëîêàëüíóþ êàðòó τ = (W,ϕ, U), òî â ïå-
ðåñå÷åíèè G∩W ëîêàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ìîæåò áûòü ðàçëî-
æåíî ïî âåêòîðàì íàòóðàëüíîãî ðåïåðà, ñîñòîÿùåãî èç n âåê-





: G ∩W → TW .
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3 Äèåðåíöèàë ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ãëàä-
êèõ ìíîãîîáðàçèé
Ïóñòü F : M→Nm  ãëàäêîå êëàññà Cs îòîáðàæåíèå ãëàä-
êèõ ìíîãîîáðàçèé êëàññîâ Cr1 è Cr2 ñîîòâåòñòâåííî (1 ≤ s ≤
min(r1, r2)).
Äèåðåíöèàëîì dFp0 îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå p0 ∈ M íà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
Tp0M â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tq0N , ãäå q0 = F (p0), îïðå-
äåëÿåìîå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ìàòðèöåé ßêîáè â òî÷êå p0
îòîáðàæåíèÿ F . Äèåðåíöèàë dFp0 ÷àñòî îáîçíà÷àþò ñèìâî-




















àññìîòðèì âåêòîð ξp0 = {g}, g : J →M
n
 êðèâàÿ êëàññà
Cr1. Òîãäà G = F ◦ g : J → Nm  êðèâàÿ êëàññà CS. Ïðè ýòîì
G(0) = F (g(0)) = F (p0) = q0.
Ñîïîñòàâèì êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ êðèâûõ ηq0 = {G} êëàññó
ξp0 = {g}. Âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå ηq0 = dFp0(ξp0).
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×òîáû äîêàçàòü ëèíåéíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, âûáåðåì
ïàðó êàðò τ è Ω, ñîäåðæàùèõ òî÷êè p0 è q0 ñîîòâåòñòâåííî.
Â êàðòå τ èìååì:
gi = xi ◦ g : JW → R
1
i ,
à â êàðòå Ω:
Gk = yk ◦G = yk ◦ F ◦ g : JΩ → R
1 (JΩ ⊂ JW ).















(i = 1, n, k = 1, m)




















· ξip0. Ýòî è åñòü èñêîìîå ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Îòîáðàæåíèå dFp çàäàíî â êàæäîé òî÷êå p ∈M . Îáúåäèíÿÿ
âñå îòîáðàæåíèÿ dFp äëÿ âñåõ òî÷åê p ∈ M , ìû ïîëó÷àåì
êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå
dF ≡ F∗ : TM → TN.
Îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êëàññà CS−1 è â ñîîòâåòñòâóþùèõ ëî-
êàëüíûõ êàðòàõ íà TM è TN , ïîðîæäåííûõ êàðòàìè τ è Ω,
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âûãëÿäèò òàê: 
y1 = F 1(x1, . . . , xn),
. . . .









ξi (i = 1, n).
4 Êîêàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå
Â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ M âìåñòå ñ êàñàòåëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì TpM ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êîêàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî T ∗pM  n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ
îðì (êîâåêòîðîâ) ωp : TpM → R
1
.
Ïðè ãëàäêèõ îòîáðàæåíèÿõ ìíîãîîáðàçèé âìåñòå ñ êàñà-
òåëüíûì îòîáðàæåíèåì F∗ âîçíèêàåò êîêàñàòåëüíîå îòîáðà-
æåíèå F ∗ : T ∗N → T ∗M ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîìó êî-
âåêòîðó Ωq0 ∈ T
∗
q0




êîé, ÷òî ωp0(ξp0) = Ωq0(F∗p0(ξp0)). Â íåêîòîðîé ïàðå ñîîòâåò-





Ωk|q0 (i = 1, n; k = 1, m).
Îáúåäèíÿÿ âñå êîêàñàòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ F ∗q0 äëÿ ëþáîãî




Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîíåíòû êîâåêòîðà ωp0 ïîëó÷àþòñÿ êàê
çíà÷åíèÿ îðìû íà âåêòîðàõ íàòóðàëüíîãî áàçèñà: ωi|p0 =
ω(ei|p0).
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5 Èíòåãðèðîâàíèå âíåøíèõ äèåðåíöèàëü-
íûõ îðì (îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ)
Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìû âñòðå÷àëèñü ñ ïîíÿòè-
åì êðàòíîãî èíòåãðàëà: åñëè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäà-
íà îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü U è óíêöèÿ f(x1, . . . , x
n) â íåé, òî










fdx1 ∧ · · · ∧ dxn.
Ïðè ïåðåõîäå â íîâóþ êàðòó ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè










f (x(y)) |J |dy1 ∧ · · · ∧ dyn,





 ÿêîáèàí ïåðåõîäà ñ êàðòû íà êàðòó.
Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ïîõîæàÿ îðìóëà âñòðå÷àëàñü ïðè
èçó÷åíèè âíåøíèõ äèåðåíöèàëüíûõ îðì. Òàê ïðè ïåðåõî-
äå ñ êàðòû íà êàðòó, îðìà T = T12...ndx
1 ∧ · · · ∧ dxn ïðåîáðà-
çóåòñÿ ïî çàêîíó
T1′2′...n′ = J · T12...n.
Îáîáùàÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
 âíåøíÿÿ äèåðåíöèàëüíàÿ îðìà. È â n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
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Ïðèìåð. Åñëè çàäàíà ðèìàíîâà ìåòðèêà (gij), òî åå îïðå-
äåëèòåëü ïðè ïåðåõîäå â íîâóþ êàðòó âåäåò ñåáÿ òàê:
g′ = J2 · g è
√
|g′| = |J |
√
|g|.






|g|dudv (u = x1, v = x2).
Èíîãäà âûðàæåíèå
√
|g| du dv íàçûâàþò ìåðîé (ýëåìåíòîì
îáúåìà) íà ïîâåðõíîñòè è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì dσ.
Åñëè ìû õîòèì èíòåãðèðîâàòü ïî ïðîñòðàíñòâó óíêöèþ
ϕ(x), òî íåîáõîäèìî èìåòü âíåøíþþ äèåðåíöèàëüíóþ îð-
ìó  ìåðó; òîãäà èíòåãðàëîì îò ϕ(x) íàçûâàåòñÿ, ïî îïðåäåëå-













1 ∧ · · · ∧ dxn.
Â ñëó÷àå, êîãäà çàäàíà ðèìàíîâà ìåòðèêà, ìåðîé ÿâëÿåòñÿ
T =
√




|g| = 1 è dσ = dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
Ïîëåçíî íàïîìíèòü, ÷òî ïðè çàìåíå êîîðäèíàò xi = xi(yj)
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îðìóëà:










(j)  ìèíîðû ìàòðèöû ßêîáè.
Çàìå÷àíèå. Â îðìóëå êðàòíîãî èíòåãðàëà ïðèñóòñòâóåò
ìîäóëü ÿêîáèàíà, îò êîòîðîãî ìîæíî îñâîáîäèòüñÿ, ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî âñå îïåðàöèè îñóùåñòâëÿþòñÿ íà îðèåíòèðóåìîì ìíî-
ãîîáðàçèè â ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ àòëàñàõ.
Âî âòîðîì îïðåäåëåíèè êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â òî÷êå ìíî-
ãîîáðàçèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåê-
òîðàìè ξ ∈ TpM (p ∈ M) è îïåðàòîðàìè ëîêàëüíîãî äèå-
ðåíöèðîâàíèÿ â òî÷êå p.
Âåêòîðàì íàòóðàëüíîãî áàçèñà {ei}i=1,n êàæäîé êàðòû íà
M ñîîòâåòñòâóåò ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâ âèäà { ∂
∂xi
}i=1,n. Íî
êàæäîìó íàòóðàëüíîìó áàçèñó ñîîòâåòñòâóåò âçàèìíûé (êî-
âåêòîðíûé) áàçèñ {ei}i∈1,n, êîòîðîìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì
áèåêòèâíî ñîïîñòàâëÿåòñÿ íàáîð äèåðåíöèàëîâ {dxi}i=1,n.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñèìâîëû dxi  ýòî áàçèñíûå êîâåêòîðû,





Â ñèëó ýòîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ìåæäó êîâåêòîðàìè ei è äè-
åðåíöèàëàìè dxi, êîâåêòîðíûå ïîëÿ T íàçûâàþòñÿ äèå-
ðåíöèàëüíûìè îðìàìè ïåðâîé ñòåïåíè (òåíçîðû òèïà (1; 0)).
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Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ âåêòîð-
íûõ è êîâåêòîðíûõ ïîëåé, ðàññìàòðèâàåìûõ â òîé èëè èíîé
êàðòå íà ìíîãîîáðàçèè.
Îáðàòèìñÿ âíîâü ê èíòåãðèðîâàíèþ. Îêàçûâàåòñÿ, âûðàæå-
íèå Tidx
i
ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ëþáîé ãëàäêîé êðèâîé
L: xi = xi(t), t ∈ [t1, t2].











ãäå ξi = x˙i  âåêòîð ñêîðîñòè.
Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì äèåðåíöèàëüíîé
îðìû ïî êðèâîé (â àíàëèçå èíòåãðàë II ðîäà).
Åñëè æå âäîëü êðèâîé L çàäàíà íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ óíê-
öèÿ f(x(t)), òî íà L ââîäèòñÿ ìåðà  åå ýëåìåíò äëèíû dl =





(â àíàëèçå  ýòî èíòåãðàë I ðîäà).
Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíò äëèíû êðèâîé dl  ýòî îäíîìåðíûé
âàðèàíò îáùåãî ýëåìåíòà îáúåìà
dσ =
√
|g| dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
Òàê ÷òî ïðè n = 1 èìååì: |g| = |g11|,
√
|g11| dt = dl, ãäå g11 =
|x˙2| è t = x1.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáñóæäåíèþ ïðîöåññà èíòåãðèðîâàíèÿ
âíåøíèõ äèåðåíöèàëüíûõ îðì òèïà (k; 0) ïî k-ìåðíûì
ïîâåðõíîñòÿì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Mn.
àññìîòðèì k-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå S ∈ M êàê îáðàç
âëîæåíèÿ, è ïóñòü â íåêîòîðîé êàðòå τ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà
ïàðàìåòðè÷åñêè S: xi = xi(z1, . . . , zk) (i = 1, n).
Âíåøíþþ äèåðåíöèàëüíóþ îðìó T òèïà (k; 0), çàäàí-
íóþ â êàðòå τ , ðàññìîòðèì íà τ |S:∑
i1<···<ik
Ti1...ikdx
i1 . . . dxik =
∑
i1<···<ik
J i1...ik1...k Ti1...ik (x(z)) dz







Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì îðìû íà ïî-
âåðõíîñòü S. Ýòî óæå òåíçîð k-îé âàëåíòíîñòè â k-ìåðíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå.











dz1 ∧ · · · ∧ dzk
êîñîñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Ti1...ik ïî îáëàñòè U ∈ S íàçûâàåò-
ñÿ èíòåãðàëîì II ðîäà îò âíåøíåé äèåðåíöèàëüíîé îðìû
Ti1...ik , çàäàííîé â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïî îáëàñòè U íà ïî-
âåðõíîñòè S: xi = xi(z1, . . . , zk) (i = 1, n).
Èíòåãðàë îò k-îðìû îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1. Ýòîò èíòåãðàë íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå âíóòðåííèõ êîîð-








dz1∧· · ·∧dzk ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì
k-îé âàëåíòíîñòè â k-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê ÷òî ïðè çàìåíå
ïåðåìåííûõ zq = zq(z′) ïðîèçîéäåò îáû÷íàÿ çàìåíà ïåðåìåí-
íûõ â êðàòíîì èíòåãðàëå ïî îáëàñòè U â k-îì ïðîñòðàíñòâå.
2. Ýòîò èíòåãðàë íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå êîîðäèíàò â îáú-
åìëþùåì ïðîñòðàíñòâå xi = xi(x′). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî àêòà,
÷òî ïðè çàìåíå xi = xi(x′) èìååò ìåñòî òîæäåñòâî∑
i1<···<ik
Ti1...ikdx










1 ∧ · · · ∧ dzj
′
k.
Â ëþáîì n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíàÿ óíêöèÿ T (x)
ñ÷èòàåòñÿ äèåðåíöèàëüíîé îðìîé âàëåíòíîñòè íóëü.
Íóëüìåðíîé îðèåíòèðîâàííîé îáëàñòüþ ìû áóäåì íàçûâàòü
íàáîð òî÷åê {pα} ñ ïðèïèñàííûìè èì çíàêàìè σ(pα) = ±1.
Ïî îïðåäåëåíèþ, èíòåãðàëîì îò íóëüìåðíîé îðìû T ïî







Ïðèìåð. Â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîò-
ðèì èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè (ïîòîê) îò âíåøíåé äèåðåí-




































dz1∧ dz2 (p, q = 1, 2).











= J ij12 (i, j = 1, 2, 3).
Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì∫∫
U
Tijdx










Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ {x1, x2, x3} â êàæäîé òî÷êå ïî-









âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ [ξ¯, η¯]  íîðìàëüíûé âåêòîð
ïîâåðõíîñòè.
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå  ýòî, â ñóùíîñòè, òåíçîð J ij =
ξiηj − ξjηi, êîòîðîìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð ~J :
J1 = J23, J2 = −J13, J3 = J13.
Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, J ij = J ij12.
Âåêòîð
~J íîðìàëåí ê S è åãî äëèíà ðàâíà
√
|g|, ãäå g =








(p, q = 1, 2), δij 
ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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ãäå T (T23;−T13;T12), ~n =
~J√
|g|
 åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè,
à (~T , ~n)  ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Çàìå÷àíèå 1. Â E3, ââèäó òðèâèàëüíîé ñâÿçè ìåæäó âåê-
òîðàìè è êîâåêòîðàìè, ãîâîðÿò îáû÷íî îá èíòåãðàëàõ îò âåê-












|g|dz1∧dz2, ãäå ~n  åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè.






öèðêóëÿöèåé ïîëÿ âäîëü êðèâîé.
Åñëè ïîâåðõíîñòü S = U ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îãðàíè÷åííîé





ïîëíûì ïîòîêîì òåíçîðíîãî ïîëÿ Tij ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, èëè
â åâêëèäîâîì ñëó÷àå, ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ
~T ÷åðåõ ýòó
ïîâåðõíîñòü.
Çàìå÷àíèå 2. Âîçìîæíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü â öåëîì íåëüçÿ
îïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêè, åñëè îíà çàäàíà óðàâíåíèåì
F (x1, x2, x3) = C. Îäíàêî ýòî ìîæíî ñäåëàòü îêîëî êàæäîé
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íåîñîáîé òî÷êè. Èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ
êîîðäèíàò íà ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó ïðè åãî âû÷èñëåíèè íåîá-
õîäèìî ðàçáèòü ïîâåðõíîñòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî êóñêîâ òàê,
÷òîáû êàæäûé êóñîê ïî îòäåëüíîñòè áûë ïðåäñòàâëåí ïàðà-
ìåòðè÷åñêè. Ïîëíûé èíòåãðàë áóäåò ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ
ïî êóñêàì.
6 Âíåøíèé äèåðåíöèàë
Äëÿ òîãî, ÷òîáû â äàëüíåéøåì äîêàçàòü îðìóëó Ñòîêñà, íàì
íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ äèåðåíöèðîâàòü âíåøíèå îðìû. Òà-
êàÿ îïåðàöèÿ ðàçðàáîòàíà è íàçûâàåòñÿ âíåøíèì äèåðåí-
öèàëîì âíåøíèõ äèåðåíöèàëüíûõ îðì.












i0 ∧ dxi1 ∧ dxik.



















Çäåñü ìû ïîëàãàåì d(dxi) ≡ 0;
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3) d(f(x)T ) = df ∧ T + fdT ;
4) Äëÿ âñåõ k: d(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = 0;










j0 ∧ dxi0 ∧ · · · ∧ dxik = 0
â ñèëó êîñîé ñèììåòðèè ïî dxj0, dxi0 è ðàâåíñòâà âòîðûõ
ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ∂j0i0Ti1...ik ïðè i0 → j0.






dxi0 ∧ dxi ∧ dxj =
∂T12
∂x3




dx2 ∧ dx1 ∧ dx3 +
∂T23
∂x1

















dx1 ∧ dx2 ∧ dx3,
ãäå T 1 = T23, T
2 = −T13, T
3 = T12.
7 Îáùàÿ îðìóëà Ñòîêñà
Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà íàì èçâåñòíî î ñóùåñòâîâà-
íèè ñâÿçè ìåæäó èíòåãðàëàìè ïî ïîâåðõíîñòè è ïî åå ãðàíèöå:
îðìóëà ðèíà äëÿ n = 2, k = 1, Îñòðîãðàäñêîãî-àóññà äëÿ
n = 3, k = 3, Ñòîêñà äëÿ n = 3, k = 1.
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àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü íà k-ìåðíîì ïîäìíîãîîá-
ðàçèè çàäàíà îáëàñòü U ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà f(z1, . . . , zk) ≤
C è ïóñòü Γ  ãðàíèöà U , îïðåäåëåííàÿ óðàâíåíèåì
f(z1, . . . , zk) = C, dimΓ = k − 1.
Ïóñòü òàêæå çàäàíî âëîæåíèå ýòîé îáëàñòè âìåñòå ñ ãðàíè-
öåé â n-ìåðíîå îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå:
xi = xi(z1, . . . , zk) (i = 1, n).
Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëàìè ïî îáëàñòè U è ïî åå
ãðàíèöå Γ îò âñåâîçìîæíûõ îðì âàëåíòíîñòè k â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.
àññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü xi = xi(t)  êðèâàÿ â
ïðîñòðàíñòâå è U  îòðåçîê íà íåé (t ∈ [a; b]) ñ ãðàíè÷íû-
ìè òî÷êàìè P è Q. Èç àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íóëüìåðíîé
îðìû f èìååò ìåñòî îðìóëà




Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîé îðìóëû åñòü èíòåãðàë îò íóëüìåðíîé îð-
ìû ïî íóëüìåðíîé îáëàñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé îòðåçêà U .
Çäåñü ìû âèäèì ïðîñòåéøóþ ¾îðìóëó Ñòîêñà¿, ñâÿçûâàþ-
ùóþ èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ñ èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ Òåîðåìà.





i1 ∧ · · · ∧ dxik−1
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 ãëàäêèìè êîýèöèåíòàìè Ti1...ik−1, ëþáîé ãäàäêîé ïîâåðõ-
íîñòè xi = xi(z1, . . . , zk) è îãðàíè÷åííîé îáëàñòè U íà íåé ñ









Âàðèàíò ýòîé îðìóëû äëÿ k = 1 ìû ðàññìîòðåëè âûøå.
Äâóìåðíûé è òðåõìåðíûé ñëó÷àè ýòîé îðìóëû áûëè äîêà-
çàíû â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå àíàëèçà è íîñÿò èìåíà ðè-
íà, Ñòîêñà è Îñòðîãðàäñêîãî-àóññà.
Äîêàæåì îáùóþ îðìóëó Ñòîêñà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáëà-
ñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûé êóá.
Ñèíãóëÿðíûé êóá σ ïðîñòðàíñòâà Rn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãëàä-
êîå îòîáðàæåíèå σ: Ik → Rn (n ≥ k), ãäå Ik  äåêàðòîâ êóá
ðàçìåðíîñòè k: Ik = {(x1, . . . , xk) | 0 ≥ xi ≥ 1, i = 1, k}.
Óðàâíåíèÿ xi = 0, xi = 1 (i = 1, k) îïðåäåëÿþò äâå k − 1-
ìåðíûå ãðàíè I−i è I
+
i . ×åðåç ∂I
k










Ïóñòü ϕk−1 åñòü âíåøíÿÿ äèåðåíöèàëüíàÿ îðìà òèïà
(k − 1, 0) â Rn è dϕk−1  åå âíåøíèé äèåðåíöèàë.







Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî îðèåíòàöèÿ íà ãðàíèöå êóáà ∂Ik èí-
äóöèðîâàíà åñòåñòâåííîé îðèåíòàöèåé êóáà Ik, ïðè ÷åì èíäó-
öèðîâàíèå îðèåíòàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè âíåøíåé
íîðìàëè.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì îðìó ω = σ∗(ϕ), ãäå σ∗(ϕ)
 îðìà, ïîëó÷àþùàÿñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ â îðìå ϕ ïðè
ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ σ. Èç ñâîéñòâà ïåðåñòàíîâî÷íîñòè σ∗ 
îïåðàöèåé d ìû èìååì dω = dσ∗(ϕ) = σ∗(dϕ), è, ñëåäîâàòåëü-






Ïóñòü ω = aα(x
1, . . . , xk)dx1∧ · · ·∧dx̂α∧ · · ·∧dxk, ãäå aα(x)














ãäå dkx = dx1 ∧ · · · ∧ dxk.
Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé ïîëîæèì, ÷òî óíêöèè
aα(x
1, . . . , xk) ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèé
aα(x










q) ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè óíêöèÿìè
îò îäíîé ïåðåìåííîé xq. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî, òàê êàê
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â àíàëèçå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà: ëþáàÿ ãëàäêàÿ óíê-
öèÿ ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
ïðîèçâåäåíèé ãëàäêèõ óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé.


















































































1) · · · bˆαα(x
























1) · · · bαα(0)
)
· · · bkα(x
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